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1. Erzeugung der symmetrischen Gruppen. Betrachte die Gruppe S, der Bijektionen
der Menge {1,...,n} in sich. Erinnere: Das Gruppengesetz wird durch die Hintereinander-
ausfithrung von Funktionen gegeben.

Eine Transposition ¢ € 5, ist eine bijektive Abbildung

o:{l,...,n} — {1,...,n}
k falls k ¢ {i,j},
E — Qi falls k=j,
g falls k =1,

wobei ¢ und j zwei verschiedene Zahlen in {1,...,n} sind. Mit anderen Worten: o vertauscht
die Zahlen i und j und ldsst alle anderen fest.

Beweisen Sie, dass S, von diesen Transpositionen erzeugt wird.

Zusatz (freiwillig): Versuchen Sie eine minimale Menge unter den Transpositionen zu finden,
welche S, erzeugen.

2. Untergruppen. Betrachte die (nicht kommutative) Gruppe D4 der Symmetrien eines Qua-
drats (Rotationen und Spiegelungen, welche das Quadrat in sich iiberfithren). Das Gruppen-
gesetz ist wiederum durch die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen gegeben. Sei o die
Rotation um 90 Grad (gegen den Uhrzeigersinn) und 7 die Spiegelung an der z-Achse. Diese
Elemente erzeugen Dy:

Identitét

Rotation um 90 Grad

Rotation um 180 Grad

Rotation um 270 Grad

Spiegelung um die x-Achse

oT  Spiegelung an der Hauptdiagonalen
%7 Spiegelung an der y-Achse

o317  Spiegelung an der Nebendiagonalen

4 9 9 9 ~
w N

Hier haben wir z.B. ,, o7 “ fiir die Hintereinanderausfithrung o o7 geschrieben. Dies bedeutet,
dass zuerst 7 und dann o ausgefiithrt wird.

Es gelten die Relationen 0% = 1, 72 = 1 und 707 = o3. Mit Hilfe dieser lassen sich alle
Ausdriicke in ¢ und 7 wieder auf eine der 8 Formen in der Tabelle bringen.

Bestimmen Sie alle 10 Untergruppen von D4 und geben Sie die Ordnungen der Elemente an.

Bitte wenden!



3. Restklassen. Sei N > 0 eine natiirliche Zahl. Wir definieren auf der Menge Z der ganzen
Zahlen die folgende Relation

r~y & N teilt © — vy,

d.h. zwei Zahlen heiflen dquivalent, wenn ihre Differenz durch N teilbar ist.

(a) Beweisen Sie, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Die zugehorigen Aquivalenzklassen
werden Restklassen modulo N genannt. Die Menge dieser Restklassen bezeichnen wir
mit Z/NZ. Die zu = gehorige Aquivalenzklasse wird mit T bezeichnet.

(b) Begriinden Sie, dass {0,..., N — 1} ein Vertretersystem ist.
(c) Zeigen Sie, dass

TH+Y:=x+Y
und
TYy:=x-y

giiltige Definitionen einer Operation auf der Menge der Restklassen sind, d.h. nicht von
der Wahl der Vertreter x und y abhéngen.

4. Ein Gruppenisomorphismus. Betrachten Sie die Gruppe der invertierbaren 2 x 2 Matrizen
mit Eintragen aus Fo:

GLy(F,) = {(‘CL Z) |a,b,c,deF2,ad—bc#O}.

Die Gruppenoperation ist die Matrixmultiplikation.

Geben Sie einen Gruppenisomorphismus
GL2 (Fg) — Sg

an. Hier bezeichnet S3 die in Aufgabe 1 definierte, symmetrische Gruppe. Vergessen Sie nicht,
zu beweisen, dass es sich wirklich um einen Isomorphismus handelt.
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