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Jede Aufgabe ergibt 4 Punkte. 16 Punkte zihlen als 100%.

1. Zyklische Einheitengruppen, diskreter Logarithmus. Bestimmen Sie alle Erzeuger der
zyklischen Gruppe (Z/13Z)*.

Geben Sie fiir einen dieser Erzeuger £ explizit den Gruppenisomorphismus
ZJ12Z — (Z/137)",

welcher 1 auf £ abbildet als Tabelle an und auch sein Inverses (diskreter Logarithmus zur
Basis §).

2. Euklidischer Algorithmus fiir Polynome. Zur Erinnerung: Fiir Polynome funktioniert
der Algorithmus ,,Division mit Rest* wie fiir ganze Zahlen. D.h. falls Polynome

f=an X" +an 1 X" " tag €ERX] an #0
und
G=bn X" 4 by 1 X b b €R[X] by #£0

gegeben sind, so findet man — mittels des Schulschemas fiir Division — Polynome ¢ (Quoti-
ent) und r (Rest), so dass

f =4q-9g + 7,
wobei der Grad von r echt kleiner als der Grad m von g ist.

Mit dem euklidischen Algorithmus kann man deshalb auch den g.g.T. zweier Polynome f und
g berechnen und eine Darstellung

geT(f,g)=m-f+n-g

finden (hier sind auch m und n Polynome!). Der g.g.T. ist eindeutig bis auf Multiplikation
mit einer reellen Zahl (# 0).

Berechnen Sie den g.g.T. der Polynome f = X3 — X2 +2X 4+ 1 und g = X? + 2 und finden
Sie die zugehorige Darstellung ggT(f,g) =m - f+n-g.

Bitte wenden!



3. Der Koérper mit 4 Elementen. Die kommutative Gruppe Z/27Z x 7 /27 wird durch eine
geeignete Multiplikation zu einem Korper Fy. Finden Sie die dazugehorige Multiplikationsta-
fel.

Hinweis: Bezeichnen wir die Elemente von Fy wie folgt:
0:=(0,0), 1:=(1,0), a:=(0,1), b:=(1,1).

Dabei ist 0 das Nullelement der Addition und 1 soll das Finselement der zu konstruierenden
Multiplikation werden. (Sie konnen sich iberlegen, dass alle Elemente ausser 0 hier a priori
gleichberechtigt sind.).

Dann ergibt sich die folgende Additionstafel:

+]0 1 a b
0]/0 1 a b
11 0 b a
ala b 0 1
blb a 1 0

Fir die Multiplikation wissen wir schon einmal, dass 0-x =0 fir allex € Fy und 1-x ==
fiir alle x € Fy, d.h. wir bekommen die folgende Multiplikationstafel:

‘ 01 a b
0/0 0 0 O
110 1 a b
al0 o O O
b0 b O O

Fiillen Sie die restlichen Felder, und begrinden Sie, warum es nur eine Wahl gibt. Sie miissen
nicht beweisen, dass es ein tatsdchlich ein Kdrper ist.

4. Erzeuger von Einheitengruppen. Sei N € N.q so gewihlt, dass (Z/NZ)* zyklisch ist',
und sei g ein Erzeuger dieser Gruppe. Zeigen Sie: ¢* ist genau dann ebenfalls ein Erzeuger,
wenn ggT(k,o(N)) = 1 ist. Hier bezeichnet ¢ die Eulersche p-Funktion.

*5. Der Korper mit 4 Elementen II. Geben Sie einen Ringisomorphismus des Koérpers Fy
aus Aufgabe 3 mit dem Restklassenring Fo[X]/(X?% 4 X + 1)F2[X] an. Hierbei ist Fy = Z/27Z
der Korper mit 2 Elementen.

Abgabe am 6.6.2011 im Horsaal vor Beginn der Vorlesung

!Man kann zeigen, dass dies bedeutet: N = p™ oder N = 2p™ fiir eine ungerade Primzahl p und natiirliche Zahl
n, oder N = 2, oder N = 4.



